


अध्याय 
त्रिकोणमितीय फलन 


3.॥ समग्र अवलोकन (Overview) 
3.।.] शब्द ‘trigonometry’ ( त्रिकोणमितीय) यूनानी शब्द ' ट्रिगोन ' (trigon) और ' मीट्रोन' (Metron) 
से व्युत्पत्ति हुआ है, जिसका अर्थ एक त्रिभुज की भुजाओं का मापना है। एक कोण एक निश्चित रेखा 
के सापेक्ष परिभ्रमण करने वाली किसी रेखा के घूर्णन की मात्रा होती है। यदि यह घूर्णन दक्षिणावर्त 
दिशा में है तो कोण ऋणात्मक होता है तथा कोण धनात्मक होता है, यदि घूर्णन वामावर्त दिशा में होता 
है। प्रायः, हम कोणों को मापने के लिए, दो प्रकार की पद्धतियाँ, अर्थात्‌ 6) षोष्टिक पद्धति 
(sexagesinal system) और 0) वृत्तीय पद्धति अपनाते हैं 

षौष्टिक पद्धति में, कोण के मापन की इकाई अंश या डिग्री (0९६7९९) है। यदि प्रारंभिक भुजा 


से अंतिम भुजा तक का घुूर्णन एक परिभ्रमण का द्धा वाँ भाग हो, तो कोण के माप को ।° कहा जाता 
है। इस पद्धति में, वर्गीकरण निम्नलिखित प्रकार हैं- 

I°=60 

I= 60 

मापन की वृत्तीय पद्धति में, मापन की इकाई रेडियन (7३4०0) है। एक रेडियन वह कोण है जो 

किसी वृत्त की त्रिज्या के बराबर लंबाई का चाप उस वृत्त के केंद्र पर अंतरित करता है। त्रिज्या 7 वाले 
एक वृत्त के चाप ?0 की लंबाई ५=79 दी जाती है, जहाँ 0 रेडियनों में मापा गया वह कोण है, जो 
चाप 70 वृत्त के केंद्र पर अंतरित करता है। 


3...2 डिग्री और रेडियच में संबंध 
किसी वृत्त की परिधि का उसके व्यास के साथ सदैव एक अचर अनुपात होता है। यह अचर अनुपात 


7 से व्यक्त की जाने वाली एक संख्या है जिसका मान सभी व्यावहारिक प्रयोजन के लिए लगभग ज 
लिया जाता है। डिग्री और रेडियन मापों के बीच संबंध निम्नलिखित हैं- 
2 समकोण = 800 = 7 रेडियन 


80° 
] रेडियन = र 57°।6' (लगभग) 


0१ 


= 780 रेडियन = 0.0।746 रेडियन (लगभग) 


|| 0 
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3..3 त्रिकोणमितीय फलन 

न्यून कोणों के लिए, त्रिकोणमितीय अनुपात को, किसी समकोण त्रिभुज की भुजाओं के अनुपातों के 
रूप में परिभाषित किया जाता है। रेडियन माप में व्यक्त किसी कोण के लिए, त्रिकोणमितीय अनुपात 
का विस्तार, त्रिकोणमितीय फलन कहलाता है। त्रिकोणमितीय फलनों के विभिन्न चतुर्थाशों में चिह्न 
निम्नलिखित तालिका में दिए हैं- 


cosine 





3.].5 समकोण अर्थात्‌ 90° से छोटे या उसके बराबर कुछ कोणों के ५९, ८०४४८ और 
tangent 
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J25-I005 | _! क हा परिभाषित 
0| 2-२5 ह ऊं | कुऱर्‍्ळ | ! | | म्ही 





3.4.6 समवर्गीय या संबंधित कोण 


nT संबोरे हि हैं 
कोण नल +0 समवर्गी या धत कोण कहलाते हैं तथा कोण 0 + # > 360° सहावासनी 


(coterminal) कोण कहलाते हैं। व्यापक समानयन के लिए, हमें निम्नलिखित नियम प्राप्त हैं: 


TT $ 
च +0) के लिए, त्रिकोणमितीय फलन का संख्यात्मक मान बराबर है- 


(३) उसी फलन के मान के, यदि # एक सम पूर्णांक है तथा इस मान का चिह्न उस चतुर्थांश के 
अनुसार होता है जिसमें वह कोण स्थित है। 

(७७) 9के संगत सहफलन के मान के यदि 7 एक विषम पूर्णांक है तथा फलन का चिह्न उस चतुर्थांश 
के अनुसार होता हे ; जिसमें वह कोण स्थित है । यहाँ ine और cosine, tan और ८० तथा 5९८० 
और ८०४९८ एक दूसरे के सहफलन हैं। 


3..7 ऋणात्मक कोणों के फलन मान लीजिए 6 कोई कोण है। तब, 
sin (-0) 5८ - sin, cos (—0) = cos 0 
tan (—O)=-—tand, ९० (-9) > - ९०.80 
sec (—0) = sec 0, cosec (—0) = - cosec 0 
3.।.8 यौगिक कोणों से संबधी कुछ सूत्र 
दो या अधिक कोणों के योग या अंतर से बना एक कोण यौगिक कोण कहलाता है। इस संबंध में 
मूलभूत परिणाम त्रिकोणमितीय सर्वसमिकाएँ कहलाते हैं। जिन्हें नीचे दिया जा रहा हैः 
(0) sin(A+B)=sinAcosB+cosAsinB 
(0) sin(A—B)=sinAcosB—cosAsinB 
(i) cos(A+B)=cosAcosB—sinAsinB 
(Gv) cos (A—B)=cosAcosB+sinAsinB 


का (0 + 8) - tanA+tanB 
Ms Pn ED l—tanAtanB 


tanA—tanB 


D 'क्ां( ३3) :चच्चा च 
Uy a ) I+tanA tanB 
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(vii) 


(viii) 


Gx) 


(5) 


Gi) 


(जो) 
Gxiii) 


xiv) 


xv) 


(xvi) 


७) 


७) 


xix) 


(55) 


एज) 
Gexii) 


Gexiii) 
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CO cot A cotB-l 
मा cot A +cotB 
tA-B)= cot A cot B+]l 
कं 8 cotB-cotA 
है 2tanA 
शा। 20 ८ 2 शो] 0 ०08 & > ST 
I+tan A 
I-tanA 
cos 2A=cosA-—sinA=l—2sinA=2cosA-l= yy 
I+tanA 
2tanA 
tn2A=— oT 
I—tanA 


sin 3A = 3sinA—A4sin’A 
cos 3A = 4८09?) A - 3cos A 


3 tanA —tanA 

















tan 3A = 
i I-3tan°A 
A+B A—B 
cos A+ cos B= 2 ०05 cos > 
A+B , 3-४ 
cos ७ - ८05 B= 2sin sim व्क 
४ . A+B A-—B 
sginA+sinB= 2sin cos 
2 2 
A+B . A-—B 
sinA—sinB= 2005 7 sim 7 


2sin AcosB=sin(A+B)+sin(A-B) 
2cos Asin B = sin (A+ 3) - sin (७0 - 3) 
2cos A cos B = cos (A+ 3) + cos (A - 3) 
2sin Asin B = cos (0 - 3) - ९05 (A+B) 


पे में 
का डा + यदि 3 चतुर्थांश] या ता में स्थित हे 
sin_—=+ रि 
टी झा - यदि = चतुर्थाश गाया ॥४ में स्थित है 
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4 चतर्था' ही 

ी A J +CcosA + यदि प्र चतुर्थांश [ या [४ में स्थित हे 
जाए) COS 9 =+ 9 ह. 

= यदि = चतुर्थाश श या [में स्थित है 


A रथाः में 
+ यदि - चतुर्थांश [या पा में स्थित है 

A र —COSA 2 

(७५) tan ठ = हर a 
se - यदि टा चतुर्थांश श या | में स्थित है 








8° के कोण के त्रिकोणमितीय फलन 
मान लीजिए 6 = 8° है। तब, 29 = 90° - 30 
अतः, sin 20 = sin (90° - 39) = cos 30 
या sin 20 = 4205280 - 3८05 0 
क्योंकि ८०५ 0 # 0, इसलिए 
2sin 0 = 4c0s°0-3= |-4sin6 या 47 0 + 2ञ॥ 0 - | 5 0. 
-25446_-55 


अतः, 8 0 = = 
8 4 





क्योंकि २5-] 
क्योंकि 98- 8" हे इसलिए ऽ¡n 9 > 0, है। अतः, शा 8° = व 








साथ ही, cosl8° = Jl sin? I8° — र 6- 225 __ (0 + 2N5 


]6 4 
अब, हम सरलता पूर्वक ००5 36? और 5 36° का मान, निम्नलिखित प्रकार ज्ञात कर सकते हैं: 
6-2/5  2+205 _/5+] 
०0४36" कैच -2क्या280- ।- 9 ४5 _ के नल र 


२5 +l 








अतः, cos 36° = 


| ५॥॥0-275 
साथ ही, sin 36° ९ - cos? 36° cos” 36° ह 2९5 = पि 


3..9 त्रिकोणमितीय समीकरण 


किसी चर के त्रिकोणमितीय फलनों से संबद्ध समीकरण त्रिकोणमितीय समीकरण कहलाते हैं। 
समीकरण सर्वसमिकाएँ कहलाती हैं, यदि वे अज्ञात कोणों के उन सभी मानों से संतुष्ट हो जाएँ, जिनके 
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लिए वे फलन परिभाषित हैं। किसी त्रिकोणमितीय समीकरण के वे हल जिसके लिए 0<6< 2 7, 
उसका मुख्य हल कहलाते हैं। पूर्णांक 7 से संबद्ध वह व्यंजक जो त्रिकोणमितीय समीकरण के सभी 
हल दे, उसका व्यापक हल कहलाता है। 


त्रिकोणमितीय समीकरणों के व्यापक हल 
6) यदि किसी कोण ७ के लिए, झा 0 = ऽ॥ ० हो, तो 6-777+ (-॥)"ळ # € 7, दिये हुए 
समीकरण का व्यापक हल देता हे। 
6) यदि किसी कोण ७ के लिए ८०0 = ०05 ७ हो, तो 8-2#77+ ०, # € 7, दिये हुए 
समीकरण का व्यापक हल देता हे। 
(i) यदि 7 0 = {a7 ८ या ०000-00 ०७ हो, तो 0 =॥7 +०, € 7, इन दोनों समीकरणों का 
व्यापक हल देता है। 
(४) समीकरण 5in? 6 = sin? ७, ०0820 = cos? ७ और ४७? 0 = ६80? @ में से किसी भी समीकरण 
को संतुष्ट करने वाला 8 का व्यापक मान 0 = 77 +० होता है। 
(४) समीकरण ऽn 9 = ऽin ० और ८००४ = ००४ ७ को युगपत्‌ रूप से संतुष्ट करने वाला 8 का 
व्यापक मान = 277 + ८, # € 7 है। 
(vi) 4००5 + ७ ५00 = ८, के रूप के किसी समीकरण का हल ज्ञात करने के लिए, हम ० = 


हैं b 
# ८०८ और 9 = 7 ऽग ७ रखते हैं , जिससे 7? = ०? + ॥? और (27 0 = ह प्राप्त होता है , इस 


प्रकार हम देखते हैं कि ८ ८०७0 + $09 = r(cos 0 ९०५ ७ +sin0.sin)=c,या 


7९05 (9-७) - ८ के रूप में परिवर्तित हो जाता है। और इसीलिए, ८०४ (6 - ७) = न यह 
दी हुई समीकरण का हल प्रदान करता है। 
व्यंजक ५००५७ + 3 $9 के अधिकतम और न्यूनतम मान क्रमशः ,/१२ + 32 और - (७? + 0? 
हैं, जहाँ 4 और 3 अचर हें। 
3.2 हल किये हुए उदाहरण 


लघु उत्तरीय प्रश्‍न ($; 4.) 

उदाहरण । 3८ त्रिज्या वाले एक वृत्ताकार तार को काट कर इस प्रकार मोडा जाता है कि वह 48 
८ (त्रिज्या) वाले एक छल्ले को परिधि के अनुदिश स्थित हो जाए। अंशों (डिगरीस) में वह कोण 
ज्ञात कीजिए जो यह छल्ले के केंद्र पर अंतरित करता है। 

हल तार की त्रिज्या 3 ००, दिया हुआ है। इसलिये, इसे काटने पर, इसकी लंबाई = 27 १ 3८m = 67 
०॥॥ पुनः इसे 48 ला. त्रिज्या वाले एक वृत्ताकार छल्ले के अनुदिश रखा जाता है। यहाँ 5 = 6f cm 
चाप की लंबाई है तथा = 48 ८ वृत्त की त्रिज्या है। इसलिए, इस चाप द्वारा वृत्त के केंद्र पर अंतरित 
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कोण 8 (रेडियन में) निम्नलिखित है- 


चाप Gr 7 
=== —= 22.5? 
त्रिज्या 48 8 


उदाहरण 2 यदि 8 के सभी मानों के लिए ^ = ०05290 + $0१0 हो तो सिद्ध कीजिए कि 





3 
5 है। 


हल हमें प्राप्त है; A = ०0520 + sin* 9 = cos? 8 + sin? 0 sin? 0 < cos? 9 + sin? 6 
अतः, ७ < ] 














साथ ही, A = cos? 8 + sin‘ = (] - sin? 0) + sin 0 
2 2 3 3 
= | sin” 6— र +| [- i = | sin” 0 - र +—>— 
2 4 2 4 4 
3 
अतः —<A<] 
ग 4 
उदाहरण 3 शद ००४०८ 20° — ५९८ 20° का मान ज्ञात कोजिए। 
हल हमें प्राप्त है: 
० ० v3 l 
56 cosec 20° — sec 20° = sin 20° cos 20° 
ड्र २3 मड कका 
य 3 205 20° — sin 20° चं छ cos 20° — 7 sin 20 
5 20०0०0520० | 2sin 20° cos 20° 
_4 sin 60° cos 20° — cos 60° sin 20 (क्यों?) 
sin 40° 
Rn 232 ‘ee — 20°) वा (क्यों?) 
sin 40° 


उदाहरण 4 यदि 0 दूसरे चतुर्थांश में स्थित है, तो दशाईए कि 


re —sin9 . +sin® 
+ =—2sec0 
I+sin0 I—sin9 
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हल हमें प्राप्त हैः 
. J I—sin0 I+sinO 2 
+ = + = 
l+sin0 l-sin0 शा अ 0 —sin” 6 [ei —sin” 6 ५/५०९१. 9 
2 क्योकि , 
= ( प्रत्येक वास्तविक संख्या ७ के लिए 
|cos0l 
०? = ५ होता है) 
दिया है कि 0 दूसरे चतुर्थांश में स्थित है। इसलिए, |८०५ 6| = - ८०७ 0 (क्योंकि ८०५ 9 < 0 है) 
2 
अतः दिए हुए व्यंजक का अभीष्ट मान = -2 sec0 
—CO0S 


उदाहरण 5 tan 9° - tan 27° - tan 63° + 80 8।° का मान ज्ञात कीजिए। 


हल हमें प्राप्त है: tan 9° _ tan 27° - tan 63° + tan 8।° 
= tan 9° + tan 8]° — tan 27° - tan 63° 
= tan 9° + tan (90° — 9°) — tan 27° - tan (90° - 27°) 








= tan 9° + cot 9° - (tan 27° + cot 27°) (l) 
I Ee, क्यो? 

साथ ही, tan 9° + cot 9° = sin 9° cos 9° _ sin I8° ( टॅ ) (2) 
] 2 2 लो 

इसी प्रकार, tan 27° + cot 27° = = (क्यों?) (3) 


sin 27° cos 27° sin$4?° ध ८05360 
(2) और (3) का () में प्रयोग करने पर, हमें प्राप्त होता हे: 
2_ 8 _ 2x4 2x4 _ 
sinl8° ८05360 १/९ -=] २/5--] 





tan 9° — tan 27° — tan 63° + tan 8]° = 


sec80-—l tan8d 


उदाहरण 6 सिद्ध कोजिए कि न्द 
नड € प sec40—l [६920 





52८8 8-] _ (-00580) ९0640 
sec40-—] ञ (I-cos40)cos80 





हल हमें प्राप्त हैं : 


2sin”4 9c0s4 0 
C०58 92sin2 2 6 





(क्यों?) 
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sin 9(2sin49cos49) 
7 2cos89sin229 
_ sin 0 कल लयी 8 (क्यों?) 
20058 88-20 
हा 2sin2 0 00520 580 
. 2८058 0597-26 
80 द्धं 
न्न ? 
tan2 0 ( ) 
उदाहरण 7 sin 0+ sin 30 + ऽ¡n 50 = 0 को हल कीजिए। 
हल हमें प्राप्त है: sin 9 + sin 30 + sin 50 = 0 
या (sin 0+ sin 50) + sin 30 = 0 
या 2 sin 38 cos 20 + sin 30 = 0 (क्यों?) 
या sin 30 (2 cos 20+ I)=0 


इसलिए, sin 39 = 0 या 205? 9 +] = 0 


nT 
जब $7 36 = 0, तो 39 = #7 अर्थात्‌ 9 = ध 


था 2T 7 
जब ०05 29 = - प्र ८००४ उ, तो 20 = 2m + ड़ अर्थात्‌ 6=॥7 + ध 


Tl 
2 3 
TT Tt 
इससे 8 = (37 + ]) 3 या95७४- ॥ 3 प्राप्त होता है। 


8 के उपरोक्त सभी मान 0 = ही. ॥ € 7. में निहित है। 


चांछित nT 
अतः, वांछित हल समुच्चय {6 : 0 = 3०६) है। 


उदाहरण 8 2 tan? ४ + 5९००? «= 2, 0 < «< 2 के लिए, हल कीजिए। 
हल यहाँ, 2 tan’ x + sec? x = 2 


] 
जिससे (व ५-5 जड 
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यदि हम ६७५ = पु लेते हैं, तो = ह या नर 


पुनः यदि हम एकास भ तेते हैं तो नर प 


अतः, उपर्युक्त समीकरणों के संभव हल 





Tt ST गए llr 
, ~ और 


जहा | <x< 
6’ 6 ह ह हैं, जहाँ 0< ५ < 27 


म्य 


दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (ए..५.) 
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(क्यों?) 


(क्यों?) 


Tt 3T 5 7 
उदाहरण 9 CAS तर Js ल का मान ज्ञात कीजिए। 


हल हम लिखते हैं CE 0 सा 


) 


Tt 37 ३ ग 
=|l+cos— || l+cos— ||l+c Tt—— I+cos| ॥--- 


I — cos? डळ I— cos? SE 
8 8 


. 27 . 237 
= SN —SmM का 
8 


] Tt ३37 
= —|l-cos— ||l—cos—— 
4 4 4 
| Tt Tt 
= —|l—cos— || l+cos— 
4 4 4 
] ग ] ] ] 
न्न I- cos” ह > I- न 
4 4 4 2 8 





(क्यों?) 


(क्यों) 


(क्यों?) 


2T 477 
उदाहरण ॥0 यदि & ०05 8 59 ८०७ (0 + रु ) 5 2 ९05 (0+ व ) हो, तो «५ + 2+ 2४ का मान 


ज्ञात कीजिए। 
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हल ध्यान दीजिए कि +) + )2 + 2६४ = 5५८ हि + र + ह । 
x y 2 


2T 47. रखे 
यदि हम % ८०४ 8 = 9 ०05 (9 + वः =z ९05 (७ + न्न = / (मान लीजिए) ह 





k k k 
तो र और Fe यक्त होगा । 
24. 7 


cos | 6+ al 
3 


| 2T AT 
इससे, १ = 0 ७७4०७ 8----- |+cos| 8----- | 
x ४» 2 ह 3 3 


था छ्या 
[cos 9+ ८05 8 cos र —sinO sin न 


स | 


Ar AT 
+ COSO cos र —sin Osin Fe ] 


| रू 
_ -7 ०080+ ९050 A 
T( £ 2 2 
] 3 I -४3 
inO——cos9| --- (0080 —— |sinQ| —__— क्यों 
sin डो cos | | | 5 hn | 3 | (क्यों?) 
डे हक 0 पड 0 
Kk 
अतः, xy+yZ+ax=0O 


उदाहरण यदि ७ और $ समीकरण ० (॥ 8 + ७ ५९८ 9 = ८ के मूल हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 


2ac 
tn(e+b)=y छठ है। 
a -c 


इल हमें दिया है: ८३0 + 5९०0 =८ या asind+b=ccos0 
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09 8 
2 tan I - tan? हक 
सर्वसमिकाओं, आ। 8 और ८०४० = ¢ का प्रयोग करने पर, 
I+ tan’ — I+tan” — 
2 2 
on cfr | tan? र | 
5 ह टं 
l+ tan? -- lian -- 
2 2 
29 8 
या (b+c) tan 5 + 2a वि --७-८-0 


उपरोक्त समीकरण (्वा - में एक द्विघात समीकरण है और इसीलिए (वा फ और tan इस समीकरण 
के मूल हैं। (क्यों?) 

















0 —2a 9-८ क्यों 
इसलिए tan — + tan 0 र और tan tan P > ---- है। (क्यों?) 
2 2 b+e 2 2 ७-८ 
०. B 
0 B a आ A 
सर्वसमिका tan ड र ७ क का प्रयोग करने पर, 
I—tan_— tan— 
—2a 
हमें ७ फकट —2a —a 
म tan र = = —=S-— 
हमें प्राप्त होता है: ठि अ |) 
b+c 
a+ B 2tan ५ 
पुनः, एक अन्य सर्वसमिका tan 2 = के प्रयोग से, 
2 I— tan’ ९१ 
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2 
हमें प्राप्त होता हैः tan (७-- $) = a ल. क क, [(]) से] 
त्र 
Cc 


वैकल्पिक रूप से, atand+bsecO9=c 
=> (a tanQ - c)? = ०१] + tan? 6) 
=> a? tan’ 0 - 2ac tan 8 -- ८४ 5८ b’+ b?’tan’0 
=> (a - 07) tan’ - 24८ का 60 + ८ - 272 5 0 क १ 
क्योंकि वा] ७ और (का $ समीकरण (]) के मूल हैं, इसलिए 
८-७? 


262८ 
(क 00. + शा )) ८ उठ 7 ठ और tan ७ tan $ = न 
a —b a —b 


tana + tang 
अतः, tan(O+ज 0000000 
I—tane tang 


Dac 
a Dac 


= ह? ग = 
८ —b ac? 
र.) 2 
a —b 











उदाहरण ॥2 सिद्ध कोजिए कि 2 ऽ? 3 + 4 cos (० + 3) sin ७ sin 3 + cos 2 (0 + $) = cos 20 


हल LHS =2 sin’ B +4 cos (0 + 3) sin o sin 3 + cos 2(o + 3) 
=2 sin 3 --4 (०05 ७ cos p- sino sin 3) sin ० sin 3 
+ (cos 20 cos 28 - sin 20 sin 23) 
=2sin’ +4 sino cos ० sin 3 ०05 -—4 sin’ ०७ sin’ 
+ cos 20 cos 23 - sin 20 sin 28 
=2 sin’ B + sin 20 sin 23 — 4 sin’ ७ sin’ 3 + cos 20 cos 23 - sin 
20 sin 28 
= (] - cos 23) - (2 sin? ७) (2 sin? 3) + cos 20 cos 26 (क्यों?) 
-(] - cos 28) - (] - cos 20) (I - cos 28) + c०ऽ 20 ००5 23 (क्यों?) 
= ९05 20 = R.H.S. 
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उदाहरण 3 यदि कोण 8७ को ऐसे भागों में विभाजित किया जाता है कि एक भाग का ३॥९॥ दूसरे 
भाग के (9४ का # गुना है, तथा इन भागों का अंतर 0 है, तो 


k+l 
सिद्ध कीजिए कि $n 0 = प्ण sin 0 


हल मान लीजिए कि 9 = ० + 3 तब, व ७ = # tan 3 
tne ८ 
tan | | 


योगांतरानुपात (componendo and di४।d०॥५०) का प्रयोग करने पर, हमें प्राप्त होता है, 


या 


tano+tanp k+l 
tanw—tanB k-l 

















यां क क आड ळक प > हना (क्यों?) 
5] 00९050 -006७झा| k-—l 
sin (७+ 3). k+l 
अर्थात्‌, री न ? 
प्‌ sin (०-3) ६! है ) 
०८-= और ०+ = 6 दिया है। अतः, 
sin k+l जहा पध्कि , 
बक] ० sinQ= लसल sin 
उदाहरण ]4 ५3 cos 0+ sin 0 ८ <9 को हल कीजिए। 
हल दिये दिए समीकरण को 2 से भाग देने पर 
E. | ग T™ गप 
४3 ..60+ Leino = Nt या cos—cos9+sin—sin0=cos— 
2 2 २2 6 6 4 
१० Tt Tt 7 
---"0 स्स —या 6—— जं —— क्यों? 
या cos न cos हौ cos र cos द (क्यों?) 


T 7 
अतः, इस समीकरण के हल 0=2m + Fi + क 


अतः, 6 का मान हे: 


0-2 2-2 या 6-2 7.7 अर्थात्‌ 652 या 0-2 
> 2श-- पणय =2mTt— —+— =2mTt+ उपर =2mt—-T 
Im a Im gE तू का i2 m 2 
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वस्तुनिष्ठ उदाहरण (४८०) 
उदाहरण 5 से 9 तक प्रत्येक में, दिए हुए चारों विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए: 


-4 
उदाहरण ॥5 यदि ४20 0 = न है, तो ॥॥ 0 है 


न 4 नहीं -4_4 
(^) "उ परंतु र नहीं (B) या | 

4 ., 4 नहीं इनमें नहीं 
(C) डपु र नहीं (D) इनमें से कोई नहीं 


हल सही विकल्प (8) है। क्योंकि (7 6 = पर ऋणात्मक है, इसलिए या तो दूसरे चतुर्थांश में है 


4 
या चौथे चतुर्थांश में है। इस प्रकार, ५० 0 = ड यदि 0 दूसरे चतुर्थांश में स्थित है या 


-4 आर में 
sn0= पुन, यदि 6 चौथे चतुर्थांश में स्थित हे। 
उदाहरण ॥6 यदि ॥ 0 और ८05 0 समीकरण ८४? - ४ + ८ = 0 के मूल हैं, तो 6, ७ और ८ 
निम्नलिखित संबंध को संतुष्ट करते हैं: 
(A) ad+b’+2ac=0 (B) a - 7: + 242 5८ 0 
(QO ८/+ ८४ + 249 5८ 0 (0) a - 7४ - 262८ 5८ 0 
हल सही विकल्प (8) है। दिया है कि आ॥ 0 और ०05 8 समीकरण ८४? - ४४+ ८ = 0 के मूल हें। 
b ८ क्यों 
इसलिए, $n 8 + ०05 8 = ¬ और ऽ 0 ८०५ 0 = - (क्यो?) 
a a 
सर्वसमिका (¡00 + ८०७ 0)? = ऽin?0 + 20528 + 2 ऽn 8 ८० 0 का प्रयोग करने पर, हमें प्राप्त होता हैः 
b' 2८ 
-्ज़्=l+— या ८ - 2? + 262 ८ 0 
a 


क 
a 


उदाहरण ।7 0 #८०४४ का अधिकतम मान हैः 


(A) I (B) 2 (९) < (D) 
इल सही विकल्प ()) है, क्योंकि 
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] ] क्योंकि 
sin x COS xX = हि sin 2x < 5 , क्योंकि ।ऽ¡॥ 2% | < ] 


उदाहरण I8 sin 20° sin 40° sin 60° sin 80° का मान हे 








A) 3 8) ~ ० -- 9) -- 
5 I6 $) I6 त I6 षी) ]6 
हल सही विकल्प (0) है। वास्तव में, $in 20° sin 40° sin 60° sin 80° 
‘3 क्योंकि २3 
= हज sin 20° sin (60° — 20°) sin (60° + 20°) ( sin 60° = चः ) 
२3 
= 5 sin 20° (sin? 60° — sin? 20°) (क्यो?) 
53 3 
= क sin 20° [ 4 - sin? 20°] 
५3 
= i xX — [sin 20° — 4sin’ 20°] 
4 | क्यों 
=—— x — (sin 60°) (क्यों?) 
2 4 
४३3 i(KQs) 3 
=—— XN = 
2 4 2 ]6 
2T 4 8T 
उदाहरण I9 Cos cos डु cos 5 cos 5 का मान है; 
] हं न हो न 
(A) ह (8) 0 (९) 8 (D) ह 
हल (9) सही उत्तर है। हमें ज्ञात है; 
Tt छ्या AT 87 
COS 5 COS 5 COS 5 COS 5 


] जा Tt छ्या AT 8T 
= 2sin— cos— cos cos cos 
7 5 5 5 5 








2sin— 
5 
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] . था छ्या AT ह 
= त्र SI COS COs COs क्यों 
2sin— 3 3 3 5 (क्यों?) 
5 
] ATF AT 8T 
= न 8 COs 0९05 क्यों 
Asin -- ५ 3 3 (क्यों?) 
5 
] . था 8T 
= वा SIn COs क्यों 
8sin — 3 3 (क्यो?) 
5 
. ॥67 भा अतर) | वि ग | 
ही ---- sin| 37---- 
I6sin™ I6sin™ 
5 
TT 
—SIN— 
- ग क्यों? 
I6sin — है ) 
5 
_ ] 
- ॥6 
रिक्‍त स्थानों की पूर्ति कीजिए: 
उदाहरण 20 यदि, 3 [क्या (8 - ।5°) = tan (0 + 5°), 0° < 9 < 90" है, तो 0 = है। 


हल 3 tan (6 - ]5°) = ta (9 + ]5°) को इस रूप में लिखा जा सकता हैः 


tan(9+]5°) 3 
tan(0-I5°) ] 





tan (9+ I5°)+ tan (6 -57) _ 2 


योगांतरानुपात के प्रयोग से हमें प्राप्त हुआ = 
tan (0+5°)-— tan (9 —I5°) 


हि 8] (08--5?) cos(6—l5°)+sin(6—I5°) 205 (8--50?) _ 2 
sin (0+5°) ०08 (0-5?)-आ] (0-5?) ०05 (8--॥50") 





sin 20 
=> 
sin 30° 





= 2 अर्थात्‌ ऽ 20 = ] (क्यों?) 
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इससे 8-0 
4 


बताइए कि निम्नलिखित कथन सत्य है या असत्य। अपने उत्तर का औचित्य दीजिए। 


॥॥ मानों 
उदाहरण 2। “असमिका 25१° + 2०% > »' छू 0 के सभी वास्तविक मानों के लिए सत्य है।” 
हल सत्य। क्योंकि 2४०० और 2००० धनात्मक वास्तविक संख्याएँ हैं, इसलिए इनका समांतर माध्य 
(A.M.) इनके गुणोत्तर माध्य (G.M.) से बडा या उसके बराबर होगा। अतः, 


sind ०050 
2 +2 > र टोप gn 20०४0 व्य J2sin0+c0s0 
= 5 च टे 








sin O+C0s0 | अ. है Ee 
यं हु _ हि # एकद ००० | 
RE 
> I) 
क्योंकि पु 7ए हमें 
क्योंकि I< sin [+9 < | होता है, इसलिए हमें प्राप्त हैः 
gsind 059 ll iL 
इसलिए, 2 Et १0 


स्तंभ €, में दिए प्रत्येक प्रविष्ट की स्तंभ €', में दी गई प्रविष्टियों से मिलान कीजिए: 
उदाहरण 22 











९ C, 
l—cosx 2X 
(a) है 6) ८ «० पु 
I+cos x x 
(थे I—cosx तो) (४ 2 
l+cosx 
(c) क (iii) [cos x+sin xX 


x 
(9) Jl+sin2x JI+sin2x (iv) tan त 
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हल 
. 2X 
RR 2sin — हे 
(a) | न = tan 
sm ४ . x xX 
2sin—cos— 
2 2 
अतः, (9) का सही मिलान (४) से होगा, जिसे (9) «> (४) से व्यक्त किया जाएगा: 
l+cosx 2 cos? 
७) = 2 - ८07 ~ है। अतः, (७) का सही मिलान 0) से होगा, अर्थात्‌ (७) «> 0) है। 
I-cosx 2sin2X 2 
2 
Pi, 
]-- ०055 2005 2 x 
(०) — र = C० है। 
शा X 2 


2 sin il cos ह 

2 2 

अतः, (८) का सही मिलान (0) से होगा, अर्थात्‌ (८) «> (9) है। 
(0) jl+sin2x sin2x = Jsin? x+c0s? x+2sin xcosx x+cos? x+2sin xcosx 
= sin x +c0s 3)? x+Cos x)? 


= | (sinx+cosx ) 


अतः (4) का सही मिलान 69) से हागा। अर्थात्‌ (त) «> 69) है। 


[3.3 प्रश्नावली | 





लघु उत्तरीय प्रश्न 
tanA+secA—l l+sinA 
]. सिद्ध कीजिए कि न 
tanA-—secA+l cosA 
2sino |=: | 
2. यदि दच च =) है, तो सिद्ध कीजिए कि - “९४7० भी के बराबर है। 
I+cos&+sinQ I+sino 





संकेत I—cosa+sin& l—cosa+sindt l+cosa+sine 
संकेतः व्यक्त कीजिए: ड 
I+sinQ I+sImQe Il+cosa+sinoe 


m+n 





3. यदि # sin 0 = sin (9 + 20) है, तो सिद्ध कीजिए कि शा (8 -- ७) ०0 0 = 


mn 
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[संकेतः अ लिखकर योगांतरानुपात का प्रयोग कीजिए।] 














sin n 
4 5 ग 
यदि ००५ (७+ $) = ड और $n (% - B) = उ है; जहाँ ७, 0 और 4 के बीच स्थित है; तो 
४2020 का मान ज्ञात कीजिए। 
[संकेतः an 2 ७ को ॥ (० + $ + ० - ह) के रूप में व्यक्त कीजिए। ] 
| + 
. यदि (३0 + = - है, तो का मान ज्ञात कीजिए। 
सिद्ध कीजिए कि ८०50 ८05 5 - 00530 cos ह = sin 79 $n 86 है। 
त ] 6 96 में 
: L.H.S.= 5 [20050 cos 3 2 ०0538 cos ह ] के रूप में व्यक्त कीजिए। ] 
यदि ८०४ 0 + 9 आ] 9 = # और ८] 9 - ८०50 = है, तो सिद्ध कीजिए कि ८? + ४? = 
nm? +7 है। 
tan 22730 का मान ज्ञात कीजिए। 
[संकेतः मान लीजिए कि 6 = 45° है। 
. 0 . 0 
sin— _2sin—cos— ल 
अतः 0 = = 2 नर का प्रयोग कीजिए।] 
2 0 20 I+cos0 
cos — 200960 -- 
2 
सिद्ध कीजिए कि ञञा 4A =4sinA cos3A —4 cosA sinA है। 
यदि {09 + $06 = # और 206 - $09 = 7 हो, तो सिद्ध कीजिए कि #? -#? = 4sin0 tan है। 
[संकेत: m+n = 2tan9, m—n =2 sind है। तो #? -#? = (m+n) (~) का प्रयोग कीजिए] 
यदि (a7 (A+ 8) p और (an (0-३3) 5 4 है, तो सिद्ध कोजिए कि ३ 2 4 = 
[संकेतः 24 = (^ + 3) + (^ - 8) का प्रयोग कीजिए] 
यदि ००50 + ००४3 = 0 = ऽ।n@ + ऽ है, तो सिद्ध कीजिए कि ८05 20 + ०05 28 = - 2005 


(० + 8) है। 
[संकेतः (०050. + cos)? - (sino + sinp)? = 0 है।] 
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॥3. यदि 


4. 


I5, 
I6. 
॥7. 
॥8. 


॥9. 


sin(x+y) a+b 








है, तो सिद्ध कीजिए कि + - है। 
sin(x—y) a-b tny b 


[संकेतः योगांतरानुपात का प्रयोग कीजिए] 
sin —cosO 
यदि (६8 0000000000 हे , तो सिद्ध कीजिए कि कि in + ०050. = २2 ९0590 है | 
sinX+ cose 
Tt 


[संकेत Tt 
: व्यक्त कीजिए; 7 9 = tan (८ - हु ) 985८ 0- प्र ] 


यदि $09 + ८०50 = हे, तो 6 का व्यापक मान ज्ञात कीजिए। 
i , 
समीकरण 206 --] और ८०50 = र को संतुष्ट करने वाले 0 का उभयनिष्ठ व्यापक मान 


ज्ञात कीजिए। 
यदि ८० 8 + [६] 8 = 2 ८०७९८ 0 है, तो 8 का व्यापक मान ज्ञान कीजिए। 
यदि 2509 = 3८050 है, जहाँ 0 < 0 < 27 है, तो 9 का मान ज्ञात कीजिए। 


ऊ शा 
यदि ५९८४ ८०5+ + । = 0 है, जहाँ 0 < ~ < ठ है, तो » का मान ज्ञात कीजिए। 


दीर्घ उत्तरीय प्रश्न (LA) 


20. 


डर 


22. 


23. 


यदि झया (0 + ८) = ० और आ (0 + $) = 0 है, तो सिद्ध कीजिए कि ८० 2(० - 3) - 46७ 
cos (०-2) = | - 2a -27 है। 

[संकेतः ९05 (८ - $) = ८०४ {(9 + ०) - (0 + 5) लिखिए।]} 

I— 
+ 





यदि ८०5 (0 + 0) = ८०७ (9 - 0) है, तो सिद्ध कीजिए कि an = ८० है। 
mm 


[संकेतः c05(0+3 _र& के रूप में व्यक्त कर योगांतरानुपात का प्रयोग कीजिए।] 


cos(0—T) `, 
| 3T Tt 
व्यजक 3 [sin ( जा —)+sin’ (॥7+ ०)] - 2 {sin®( न + 0) + sin (577 - ०)] का 


मान ज्ञात कोजिए। 
यदि ८ ८०७५20 + ७ $१20 = ८ के मूल ७ और B हैं , तो सिद्ध कीजिए कि 


2b 
tano + tan $ = ~ है। 
a+ 
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24. 


25. 


26. 


27. 
28. 


29. 
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I—tan 0 


[संकेत ओं 2tan® 
: सर्वसमिकाओं ८०७ 26 = त और ऽ 29 = i न 


+tan 


का प्रयोग कीजिए। ] 


यदि ६८ 5९0 0 - tan ७ और) = ९0582 ७ + cot 0 है, तो सिद्ध कीजिए कि७--५-%4-स 0है। 
[संकेत: Find xy + ज्ञात कीजिए और फिर सिद्ध कीजिए कि ५, y=—-(Qy+T]) है।] 


में 8 
यदि 8 प्रथम चतुर्थांश में स्थित है तथा ०050 = र है, तो 
००६ (30° + 8) + ८० (45° - 8) + ००४ (20° - 6) का मान ज्ञात कोजिए। 
व्यंजक ८०५* ड cos’ +cos’ +005 र्ट का मान ज्ञात कोजिए। 
[संकेत: व्यंजक 4 377 

: व्यजक 2 (८०५ 8 +cos —) 

ग 3rY ग ग 
=? [न ठ cos? ह | -- 2९05 र cos? र के रूप में सरल कीजिए। 


समीकरण 5८0529 + 75१0 - 6 = 0 का व्यापक हल ज्ञात कोजिए। 
समीकरण ऽin* - 35in2% + $in3% = C०४ - 3८०५2 + ८०३% का व्यापक हल ज्ञात कीजिए। 


समीकरण (./3 - ।) ८०७+ ( १३४५) $१9 = 2 का व्यापक हल ज्ञात कौजिए। 
[संकेतः 3 - 5 7 झळ, ५3 ४॥ 7 ९०५७ रखिए, जिससे ।2n0! = tan ( दर — ठ ) 


7 
= उत्र प्राप्त होता है। 
I2 होता है 


वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 


प्रश्‍न 30 से 59 में, दिए चार विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए (M.C.0). 


30. 


3]. 


यदि $¡ 8 + ८०७९८ 9 = 2, तो $0? 9 + ०058028 बराबर है- 


(A) | (B) 4 
(0) 2 (0) इनमें से कोई नहीं 
यदि /(0 = ००5? + 5९९०? ४ है, तो 

(A) fo)<l (8) fo)=l 

(C) I<fo)<2 (D) fo)22 


[संकेत: A.M> GM.] 
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32. 


ह 


34. 


35, 


36. 


37. 


38. 


39. 


] ] 
यदि (0 9 = ठ और (an ७ = ह. है, तो0+ 0 का मान है 


a) ~ 8) 7 C) 0 ह. 
A) ६ (8) 7 (९) Db) 


निम्नलिखित में से कौन सही नहीं है? 


] 
(A) sin0O=- ड (8) ८0505 [ 
| 
(C) sec 6 ८ 7 (D) tan0=20 
tan I° tan 2° tan 3° ... (20 89° का मान है- 
] 
(A) 0 (5) ] (CQ) ह (D) परिभाषित नहीं 
fe 2 ° 
त का मान है- 
I+tan ]5 
a 
(8) (8) 5 (C) छ (D) 2 
C08 ]° ०05 2° ८०४ 3° ... ८०४ ]79° का मान है- 
l 
(A) श्र (B) 0 (C) । (D) = 
यदि (३॥ 0 = 3 है और 6 तीसरे चतुर्थांश में स्थित है,तो आ॥ 9 का मान है- 
न HE वी छः अ. 
(A) Jo (B) IIo (C) iio (D) iio 
tan 75° - ८०६75° का मान है- 
(A) 243 (8) 2+3 (©) 2-3 (D) । 
निम्नलिखित में से कौन सही है? 
(A) siml°>sinl (3) snl°<sinl 
tT 
(CQ) snl°=sinl (D) sin l°= 80 sin | 


अ I80° 
: | रेडियन = -“--- 5 57०30 लगभग] 
Tt 


20/04/20I8 


40. 


4]. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 
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यदि 0 ० = ~, और आह = । है, तो७+ 3 बराबर है- 

॥+ 2#+ 

गए Cc 

७0) 5 (8) 3 (C) हृ OR 
3 cosx + 4 ऽin~ + 8 का न्यूनतम मान है- 
(A) 5 (B) 9 (C) 7 (2) 3 
tan 3A — tan 20 - (an ^ बराबर हे- 
(A) tan 3A tan2AtanA (8) —tan 3A tan2A tanA 


(0) ‘tan A tan 2A - tan 2A tan 3A - tan 3A tan A (D) इनमें से कोई नहीं 
sin (45° + 8) - ००४ (45° - 6) का मान है- 


(A) 2 cos0 (8) 2 sino (0) | (D) 0 
cot हि +9 cot हि -09 । का मान है- 

(A) -] (8) 0 (C) ] (D) परिभाषित नहीं 
cos 20 cos 20 + sin’ (9 - ९) - sin’ (6 + ७) बराबर जड 

(A) sin 2(9 +0) (8) cos 2(9 + ७) 

(C) sin 2(9- 0) (D) cos 2(9 - ७) 


[संकेत: sin? A - sin? B = sin (A + 3) sin (A - B) का प्रयोग कीजिए] 
cos I2° + cos 84° + ९05 ।56° + ८05 32° का मान है- 


र ह _L है 

(A) 2 (8) | (C) 2 (D) 8 
] ] 

यदि (7 ^ = 7B = ठ है, तो ६20 (20 + 3) का मान बराबर है- 
(A) ] (B) 2 (0) 3 (D) 4 
अम्य > ळी मान है. 

[00 का मान है- 

ड य ह य 
(9) 3 गी (वि 5 (0) ] 


[संकेत: $ ।8° = कक और ८०४ 36° = 3 प्रयोग कीजिए।] 
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49. 


50. 


न्‍ 


52. 


र 


54. 


55. 


56. 


sin 50° _ sin 70° + ऽn 0० का मान बराबर है- 


] 
(A) | (8) 0 (C) 7 (D) 2 
यदि & 9 + ८०४ 0 = | है, तो ऽ¡॥ 20 का मान बराबर है- 
] 
(A) | (8) 7 (C) 0 (=| 


यदि ७ + Bs हि है ,तो (] + tan ७) (॥ + tan 3) का मान बराबर है- 


(A) I (B) 2 
(0) = 5 (D) परिभाषित नहीं 


-4 8 
यदि अग 0 = नज है और 0 तीसरे चतुर्थांश में स्थित है, तो ०05 7 का मान बराबर है- 


] l | | 
(A) ड (B) Io (C) J (D) ण 
अंतराल [0,27] में स्थित समीकरण 27 ४ + 5०० ४ = 2 ००४४ के हलों को संख्या है- 
(A) 0 (3) ] (QQ) 2 (D) 3 





ग ग था ST 
sin——+sin—+sin—+9i- का मान निम्नलिखित हे- 
]8 9 9 ]8 है 


. IT . Ar 
(A) SI I +sImn 9 (B) [| 
C) cos र + 005 > D) cos वड +sin त 
(C) ह त्र (D) 9 9 


यदि 4 दुसरे चतुर्थांश में स्थित है तथा 3 (॥ 0 +4- 0, तो 2 2000 - 5 ००४ 08 +ऽin का 
मान है- 


ANS 8) +7 6 5) 5 
७ I0 3) I0 (९) I0 (D) I0 
८०५? 48° - झा]? ]2° का मान है- 

NS ] २5 ना 
(१) ४ (ही 2. 





8 8 
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37. 


58. 


39, 


60. 


6. 
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(0) २5 न्य (9) “5 न 
5 22 
[संकेत : ०052 A - sin? B = cos (A + 3) ०05 (^ - 8) का प्रयोग कोजिए।] 








] ] 
यदि an @ = और हि B = ठ , तो ०05 20 बराबर है- 


(A) ५॥ 26 (8) sin4B (CQ) ॥॥ 308 (0) ००05 26 


यदि ( 0 = र है, तो ८०७ 20 + ८ आ। 20 बराबर है 
(A) a (B) b (C) द (D) इनमें से कोई नहीं 


यदि ४ की सभी वास्तविक मान के लिए, ०05 = ++ र है, तो 
xX 








(4) 0 एक न्यून कोण है (3) 6 एक समकोण है 
(0) 8 एक अधिक कोण है (D) 8 का कोई मान संभव नहीं है 
प्रश्‍न सख्या 60 से 67 तक में रिक्त स्थानों को भरिएः 

50 50° दा मान है। 

sin |30° 

यदि # = in | र ] sin | 222 | sin Fa | है, तो ८ का संख्यात्मक मान है। 
]8 ]8 ]8 
I—cosB 


62. 


63. 


64. 


65. 
66. 


यदि 9 4 = णा, तो tan 20 = 
SIM 3 


यदि अग + + ०085 = 6, तो 

(i) sin°x + 0080 x = Gii)l sin x — cos x | = 
एक त्रिभुज ABC, जिसमें ८C = 90° के लिए वह समीकरण, जिसके मूल ४०7 ^ और 
tan B हैं, होगा। 


बशा 2 
: ७ -- 38 - 907 >> था 0 ४] 3 5 ] और (का # + शा 8 पय ] 
sin 2A 
3(sinx—cosx)'+6(sinx+cosx)’ + 4 (sinSx+ ९056 9) 
५>0 दिया रहने पर, #४) = -3 ०७ ३+ ५+? के मान अंतराल में स्थित हें! 
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67. फलन) = ,/3 ऽ ++ ८०४ के आलेख पर स्थित किसी बिंदु की &-अक्ष से अधिकतम दूरी 


है। 


प्रश्‍न 68 से 75 तक प्रत्येक में बताइए कि कथन सत्य है या असत्य, साथ ही इसका औचित्य भी दीजिए। 


68. 


69. 
70. 


7. 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


I—cosB 
यदि [४] ^= ण है, तो tan 2A = tan B 
sin B 

समिका $ ^ + 9] 20 + झा] 30 = 3 के कुछ वास्तविक मानों के लिए सत्य है। 
sin ]0°, ८०5 ।0° से बड़ा है। 

छ्या AT 87 I6r l 
cos — cos — cos — cos ञं 

I5 I5 I5 I5 ]6 


0 का एक मान, जो समीकरण ऽ!n* 9 - 250? 6 - । = 0 को संतुष्ट करता है, तथा 0 और 27 
के बीच में स्थित होता है। 





ग 
यदि ८०0580 = ] + ०0 %, तो + = 2nT, 2nm + के 


यदि ( 8 + (an 20 + २3 था tan 29 = ५१3, तो 6> + हु 
यदि व] (०0580) = cot (7 आ॥9) है, तो ८05 8- क ] = त्फ है। 

निम्नलिखित में स्तंभ ट, में लिखे प्रत्येक व्यंजक को स्तंभ ९, में दिए सही उत्तरों से सही मिलान 
कीजिए: 








C, C, 
(a) sin(x+y)sin(x—y) (6) cos’x-—sin’y 
G .. l-—tan9 
(b) cos x + 9) cos (४- y) ७) प आए 
To .. _l+tan9 
(०) sa 4 Ku I—tan0 
TT | र न 
(d) tan ह +9 (Gv) sin x—sin’y 
कका 
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